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Indledning


Solen skinnede, grenene svajede i brisen, og havet blinkede i blåt og sølv. Det var tydeligt, at det ville blive endnu en dejlig feriedag. Mens børnene spurtede ned til morgenmad, tjekkede jeg mailen. Hvad er matematik? var tikket ind i indboksen. Min første tanke var, at det var fra en studerende, der ville være lidt på forkant med det kommende semester og som måske ville skrive projekt om, hvad matematik egentlig er for en fisk. Men nej, det var en opfordring og en invitation til at skrive denne bog. Spændende, var min næste tanke – og så, hvad skal der stå i sådan en bog?

Nede i restauranten sad børnene og var allerede i gang med morgenmaden. Som for de fleste andre i verden, der har gået i skole, har der stået matematik på deres skoleskema stort set hvert eneste skoleår, så jeg spurgte dem, om der var noget ved matematik, der undrede dem. Hvad ville de gerne have svar på i en bog, der skulle handle om, hvad matematik er? Den yngste havde lige afsluttet 3. klasse, og hun undrede sig ikke over noget som helst! Hun undrer sig ellers dagligt over alt muligt mellem himmel og jord – men altså ikke over matematik. Er det fordi matematik trods dens altdominerende rolle i megen naturvidenskabelig forskning, teknologiske landvindinger og beslutningsprocesser i samfundet, for de fleste er nærmest usynlig uden for skolens matematiktimer?

Den mellemste ville gerne vide, hvordan man med absolut sikkerhed kan vide, at π er uendelig (π er symbolet for det græske bogstav, der udtales pi). Nu er π ikke uendelig, men et tal mellem 3 og 4, ca. 3,14159........., nemlig det tal man får, hvis man dividerer en cirkels omkreds med dens diameter. Det, hun mente, var, hvordan man kan vide, at følgen af decimaler, det vil sige tal efter kommaet, aldrig ender, som den jo gør i 1/4, der er lig med 0,25. Den bliver heller ikke periodisk, som den gør i 1/3, der er lig med 0,33333333........., hvor følgen af decimaler aldrig ender, men til gengæld gentager sig selv. Hvordan kan man vide det om π med 100 procents sikkerhed, når man nu i sagens natur ikke kan tjekke efter ved at skrive tallet op? Matematikeren vil svare: fordi vi kan bevise det. Og netop beviset spiller en helt central rolle i matematikken. I naturvidenskaberne lader vi os overbevise af eksperimenter; i matematikken af beviser. I matematik beviser man sine resultater, og det gør matematisk sandhed til noget særligt. Et matematisk bevis har den højeste grad af sikkerhed, som det er muligt for mennesker at opnå. Men hvorfor har det karakter af at være sikker viden? Hvad er et matematisk bevis egentligt, og er der enighed om det? Er beviser aldrig til diskussion? Jo, det er de, og i nyere tid især i forhold til computergenererede beviser.

Den ældste, som lige havde afsluttet 10. klasse på en amerikansk high school, undrede sig over, hvad al den mere abstrakte matematik, hun havde lært der, kan bruges til. Hun kunne godt se det fornuftige i at lære den matematik, hun kendte fra folkeskolen, men de komplekse tal og uendelige rækker for eksempel, hvor kommer de fra, og hvad skal man bruge dem til? For hende virkede de mest som abstrakte begreber, der blev introduceret tilsyneladende ud af den blå luft, som om de var faldet ned fra himlen og landet i lærebogen. Hvor kommer matematikkens objekter fra? Nogle, cirklen for eksempel, kan se ud til at være abstraheret fra former vi støder på i vores omgivelser, mens andre, så som de komplekse tal, umiddelbart virker som noget, der ikke har nogen som helst forbindelse med virkeligheden, men snarere er mentale konstruktioner, matematikere selv har fundet på. Men hvis det er tilfældet, hvordan kan det så være, at matematik alligevel er så ufatteligt nyttigt et redskab i så mange områder uden for matematikken selv? Hendes undren berører to centrale problemstillinger i matematikkens filosofi: er matematiske objekter opdaget eller opfundet? Og spørgsmålet – nogle kalder det mysteriet – om matematikkens »urimelige anvendelighed«.

Udover disse spørgsmål om sikker viden og anvendelighed er der en tredje undren, som man ofte støder på, nemlig en undren over at der forskes i matematik. Hvordan kan man det? Ved man da ikke allerede, hvad der er værd at vide? Og har man ikke vidst det i årevis? Hvad betyder det i det hele taget at forske i matematik, og hvordan gør man det? Hvor kommer forskningsspørgsmålene fra? Kommer de inde fra matematikken selv eller kommer de udefra? Hvilke drivkræfter er på spil i matematikkens udvikling? Er disse drivkræfter udelukkende af intern matematisk karakter eller er de samfundsmæssigt og kulturelt bestemt – og i så fald, på hvilken måde? Denne undren er måske også et udslag af matematikkens usynlighed uden for klasseværelset, for det er jo yderst sjældent, at nye matematiske forskningsområder og nye matematiske resultater når frem til avisernes spalter eller tv-kanalernes programmer.

Disse forskellige problemstillinger og spørgsmål om matematik vil blive taget op i denne bog og diskuteret ud fra videnskabsteoretiske, filosofiske, historiske og/eller sociologiske perspektiver på udvalgte episoder fra matematikkens verden.

Hvad er matematik er således ikke en matematikbog som sådan, men en bog om matematik. Den er et forsøg på at fortælle om matematik på en måde, som ikke forudsætter nogen særlig matematisk viden, og i et ikke-matematisk sprog. Det er ikke nogen nem opgave. Matematik er et fag, der har eksisteret i 5.000 år, det har ry for at være tørt og kedeligt, svært og utilgængeligt, abstrakt, virkeligheds- og menneskefjernt, ja nogle ville måske endda mene menneskefjendsk. Mange har den opfattelse, at der ikke er noget at diskutere i matematik, ikke noget man kan blive uenige om – her er altid et facit, som man kan sætte to streger under – og så er der ikke mere at sige om den sag. Et af formålene med bogen er at udfordre dette ry og disse opfattelser. Et andet har været at inspirere til videre interesse for (nogle af) matematikkens mange facetter, og i tilfælde af at det lykkedes, er hvert kapitel forsynet med forslag til videre læsning dels om matematik, dels egentlige matematikbøger, der introducerer til matematiske emner og dels tekster, hvori matematikken anvendes uden for matematikken selv.

Bogen begynder i oldtiden og slutter i nutiden. I løbet af de første kapitler ser vi på nogle af de forandringer, som matematikken har undergået fra oldtiden, Platons og Aristoteles’ tid og frem til det 20. århundrede. Her fortælles historien om, hvordan matematikken fra at beskrive vores virkelighed udviklede sig til en abstrakt og verdensfjern videnskab. Det er en historie om nye og anderledes geometrier, hvor vinkelsummen i en trekant ikke længere er 180 grader, om uendelighedernes paradis og ubehagelige paradokser, der kastede matematikken ud i en grundlagskrise, og om logicisme, intuitionisme og formalisme – tre redningsforsøg, der alle slog fejl. En historie der sluttes af med fortællingen om »Nicolas Bourbaki«, som var navnet på en gruppe af franske matematikere, der kom til at sætte scenen for store dele af det 20. århundredes matematik – et drama, der satte sig spor helt ned i folkeskolens matematikundervisning med indførelsen af »den ny matematik«.

I de efterfølgende kapitler ser vi på, hvor matematikken er på vej hen. Her følger blandt andet beretningerne om 2. verdenskrigs betydning for udviklingen af nye matematiske forskningsområder, om matematikkens »urimelige anvendelighed« og matematiske modeller, om computerens indflydelse på matematisk forskning og de deraf følgende diskussioner om, hvorvidt computergenererede beviser er sikker viden. Det nye felt »eksperimentel matematik« bliver introduceret sammen med Imre Lakatos’ quasi-empiriske matematikfilosofi, der vækker genklang hos bl.a. det 21 århundredes eksperimentalmatematikere. I bogens sidste kapitel kigger vi lidt på det matematiske samfund – og de fraværende kvinder. Vi diskuterer den amerikanske matematiker Claudia Henrions undersøgelse af, hvad det er for nogle underforståede antagelser og forventninger, det matematiske samfund har til, hvad en matematiker er, og præsenterer (og punkterer?) en række myter om matematik og matematikere.

Temaerne om matematikkens sikkerhed, om matematikkens anvendelighed, om hvorvidt matematikkens objekter er opfundet eller opdaget, samt spørgsmålet om hvordan der forskes i matematik, bliver diskuteret løbende gennem bogens 11 kapitler. Man kan læse kapitlerne fortløbende eller uafhængigt af hinanden. Dermed kan bogen bruges til forskellige temaer i gymnasiernes matematikundervisning, i AT-forløb og som inspiration til studieretningsprojekter. Dele af bogen vil også kunne bruges som supplement til matematikkens videnskabsteori på universiteternes kurser i fagenes videnskabsteori.

Men mest af alt kan bogen give næring, inspiration og pirring til dem, der undrer sig over:


	Hvorfor filosoffen og matematikeren Bertrand Russell i det 20. århundrede kunne karakterisere matematik som den videnskab, hvor vi ikke ved, hvad det er, vi taler om, og hvor vi heller ikke ved, om det, vi siger, er sandt.


	Hvorfor vi lige så godt kan tale om borde, stole og ølkrus i stedet for punkter, linjer og planer.


	Hvorfor vinkelsummen i en trekant ikke altid er 180 grader.


	Hvorfor uendelig ikke bare er uendelig.


	Hvorfor matematikken er så ufattelig anvendelig. Hvad man bruger den til, og hvordan man kan kritisere anvendelsen af den.


	Hvor matematikken »lever« henne, og hvor den kommer fra.


	Hvordan vores historie og kultur påvirker matematikken.


	Hvad et matematisk bevis er, og hvorfor det ikke er til diskussion – eller hvorfor det måske alligevel er det.


	Hvad eksperimentel matematik er, hvor matematikken i det hele taget er på vej hen, og hvorfor der næsten ingen kvindelige matematikere er.




Dette og meget mere får man indblik i, hvis man læser denne bog. Man vil få en fornemmelse for, hvordan matematikken gennem tiderne og til stadighed udfordrer vores forstand i en sådan grad, at man kan blive helt svimmel, og – måske – er man selv blevet udfordret til at dykke dybere ned i matematikken, dens historie, filosofi og sociologi.

RUC, juli 2010

Tinne Hoff Kjeldsen






Kapitel 1

Matematikken i ideernes verden?

Det er ikke så nemt at svare på spørgsmålet om, hvad matematik er, og hvad matematikken egentlig handler om. Søger vi hjælp i forskellige matematikbøger, kan vi finde bøger, hvor det ser ud som om, matematik handler om tal, regning og løsning af ligninger. Bladrer vi derimod i en anden bog, er det (måske) linjer, trekanter og cirkler, vi får øje på, mens vi i en helt tredje bog, kan risikere at støde på mystiske ord og begreber som »lemmaer« og »sigma algebraer«, og bogen er måske fyldt med mærkelige tegn og symboler, som man hverken kan finde hoved eller hale på. Så hvad er det, der foregår? Og hvor kommer disse objekter fra? Tal, linjer og cirkler er vi måske nok så fortrolige med i vores hverdag, at de ikke umiddelbart giver anledning til undren – og dog, mange af os har jo oplevet matematiklærere, der ikke godtog argumenter baseret på trekanter, vi havde tegnet og målt på. For dem handler matematikken tilsyneladende om en anden slags trekanter, perfekte matematiske trekanter. Men hvor kommer de så fra? Og sigma algebraer – det er kun matematikere, der er fortrolige med dem – og hvor har de mon fundet dem henne? Eksisterer disse matematikkens objekter i verden, og opdager matematikere egenskaber ved dem, når de udfører matematisk forskning, eller er de rene tankekonstruktioner, som matematikere selv har fundet på?
Den slags spørgsmål giver matematikbøger sjældent svar på. Derimod giver de svar på en masse andre spørgsmål. Spørgsmål man kan stille til disse objekters egenskaber, f.eks. hvad vinkelsummen i en trekant er – og det ved vi jo godt, den er 180 grader. Og dog, kan vi nu være sikre på det? Hvordan kan vi i det hele taget vide noget om matematikken? Hvad er dens metode, og hvor pålidelig er den? I naturvidenskab lader vi os overbevise af eksperimenter, men det gør vi ikke i matematik. Matematik er en bevis-videnskab. Men hvad betyder det, og hvordan afgøres det, om matematiske udsagn er sande eller falske? Hvilket grundlag hviler matematisk viden på, og er der tale om sikker viden?
Disse spørgsmål bliver bl.a. diskuteret inden for matematikkens filosofi. Platon og Aristoteles var to af de tidligste filosoffer, der forsøgte at besvare dem, og inden vi i næste kapitel går lidt tættere på selve matematikken, dens praksis og dens metode, ser vi først på nogle af de tanker, disse to filosoffer gjorde sig om matematikken.

Platon og platonisme

En af de filosofiske retninger, man kan bekende sig til inden for matematikkens filosofi, er ontologisk realisme. Ontologi betyder læren om det værende, og handler om hvad der eksisterer, og hvordan det eksisterer. I forhold til matematikkens objekter kan man enten antage det synspunkt, at de eksisterer i objektiv forstand uafhængigt af mennesker, eller at deres eksistens er afhængig af den menneskelige forstand. Mener man, at matematikkens objekter eksisterer uafhængigt af os, altså at de kan tillægges selvstændig eksistens, betegnes man som ontologisk realist. Mange ontologiske realister er af den opfattelse, at matematikkens objekter er evige og uforanderlige. Denne matematikfilosofiske retning, der nogle gange kaldes platonisme, har taget navn efter Platon, fordi han, som vi skal se i det følgende, opererede med evige og uforanderlige ideer eller former, der eksisterede uden for tid og sted.

Platon (427-347 f.v.t.) oprettede omkring 385 f.v.t. en skole, som blev kaldt Akademiet, og som blev den første egentlige forskningsinstitution i Europa. Over Akademiet skal der efter sigende have stået »Lad ingen, der er uvidende om geometri, træde herind«, og dermed sendte Platon et klart signal om den betydning, han tillagde matematikken. Det stemmer også overens med filosoffen og musikteoretikeren Aristoxenos’ (f. ca. 370 f.v.t.) beskrivelse af det, der mødte tilhørerne, når de kom til Platons forelæsninger for at høre ham fortælle om:


en eller anden af de ting, der anses for gode i tilværelsen, såsom rigdom, sundhed, styrke, eller enhver usædvanlig gave fra skæbnen. Men da de fandt, at Platons argumenter handlede om matematik og tal og geometri og astronomi, og at han til slut erklærede Det Ene for at være Det Gode, blev de komplet overraskede, og nogle gjorde nar ad undervisningen, mens andre fandt den forfejlet. (Pedersen 1975, s. 96)



Hvis man var kommet for at høre Platon tale om det gode i tilværelsen, og så fik et foredrag om matematik, tal og geometri, kan man måske godt forstå, hvis tilhørerne følte sig lidt snydt. Men hvorfor talte Platon om matematik? Hvorfor fik matematikken så stor en betydning for Platons filosofi? Det gjorde den, fordi matematisk erkendelse for Platon var et afgørende trin på vejen mod erkendelsen af det, han kaldte for ideerne eller formerne – og som han betragtede som det evigt værende.

Matematikkens rolle i denne søgen efter det værende kommer frem mange steder i Platons dialoger, og inden vi går i detaljer med hans idélære, skal vi se et eksempel på det fra dialogen Staten. Det drejer sig om en ordveksling mellem jegpersonen Sokrates, der, som oftest i Platons skrifter, fungerer som den styrende part i dialogen, og Glaukon, der var en af Platons brødre. Vi kommer ind i dialogen på et sted, hvor Sokrates og Glaukon er ved at finde ud af, »hvad det er for en kundskab, der drager sjælen fra det tilblivende op mod det værende«. Spørgsmålet er, om den del af geometrien, der går ud over det rent elementære, mon er blandt de kundskaber, Sokrates og Glaukon leder efter. Sokrates spørger Glaukon (Hartnack og Sløk 1991, s. 201):

S: »Mon vi så ikke også kan blive enige om endnu et punkt?«

G: »Hvilket?«

S: »At den erkendelse, det drejer sig om, angår det evigt værende og ikke det, der bliver til og forgår?«

G: »Det kan vi nemt blive enige om. Den geometriske erkendelse angår det evigt værende.«

S: »Den kan altså, kære ven, drage sjælen hen til sandheden og fremkalde en filosofisk tænkning, så vi vender vore tanker opad og ikke som nu på forkastelig vis nedad.«

G: »Det kan den i højeste grad.«

Matematisk erkendelse kan altså drage sjælen hen til sandheden og få os til at vende vore tanker opad mod det evigt værende, og det var derfor, matematik spillede en særlig rolle i Platons filosofi. Men hvordan skal man nu forstå det? Hvad er det evigt værende, og hvorfor kan matematikken give indsigt i det? Svarene skal søges i Platons idélære, og de afhænger af hans opfattelse af verden og de matematiske objekter – hvad er virkeligt? Og af hans opfattelse af erkendelse – hvordan kan vi opnå viden?


Platons idélære

Platons ideer og tanker kommer, som vi så i ovenstående ordveksling, til udtryk i hans konstruktion af Sokrates’ dialoger, og det sker ofte ved brug af billeder eller lignelser. I en af disse lignelser, den såkaldte linjelignelse, beskrev Platon forholdet mellem det, han kaldte fænomenernes verden, og det, han kaldte ideernes verden. Fænomenernes verden består af det tilblivende, det synlige, det vi kan erkende gennem vores sanser, mens ideernes verden består af det evigt værende, og det kan vi kun få indsigt i gennem slutningsevnen og tænkning. I ideernes verden findes ideerne, eller formerne som de også kaldes, og de er perfekte, evige, uforanderlige og intelligible genstande, altså genstande, vi kun kan forstå gennem slutningsevnen og tænkning. De er det egentligt værende, og de danner udgangspunktet eller mønsteret (formen) for det, der optræder i den fysiske verden, det synlige, det vi kan erkende gennem vores sanser.

I modsætning til ideerne er fænomenerne foranderlige. Som eksempler på denne skelnen bruges ofte begreberne skønhed og godhed. Vi har en ide om skønhed og godhed, men intet af det, vi ser i vores fysiske verden, er fuldkomment smukt eller fuldkomment godt. Alt, hvad der findes i vores materielle verden, har skavanker, men på trods af det, har vi alligevel en forestilling om de perfekte idealer skønhed og godhed. Ifølge Platon eksisterer disse idealer i en verden af ideer eller former, som indeholder de perfekte genstande. I dialogen Staten forklarer Sokrates denne inddeling ved linjelignelsen. Det er igen Glaukon, der må holde for som samtalepartner. Sokrates siger (Hartnack og Sløk 1991, s. 181-182):

S: »Det svarer til, om du havde en linje, der var delt i to stykker af forskellige størrelser; den ene er da den synlige verden, den anden den intelligible. Del så hver af dem på samme måde i to ulige stykker, der indbyrdes forholder sig til hinanden som klarhed til uklarhed. Inden for den synlige verden er det første af disse to stykker alle billeder – med billeder mener jeg først skygger, dernæst spejlbilleder i vand og i flader, der er faste, blanke, jævne og den slags, hvis du forstår min mening ...«

G: »Jeg forstår det udmærket.«

S: »Det næste stykke er da det, som det første er en afbildning af, altså dyrene omkring os, hele planteverdenen og alle forarbejdede genstande«

G: »Det er jeg med på«

For overskuelighedens skyld kan vi tegne et billede:
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Figur 1.1 Platons linjelignelse





Fænomenernes verden, det vi kan forstå med vores sanser, er nederst. Denne verden er igen delt ind i to: Nederst befinder skygger og afbildninger af fysiske objekter så som dyr, planter og ting sig, og ovenover finder vi selve de fysiske objekter. Ideernes verden er delt ind på samme måde som fænomenernes verden. Øverst finder vi ideerne, og nedenunder befinder de matematiske objekter sig. En måde at fortolke dette på er at forstå de fysiske objekter som afbildninger af de matematiske objekter.

Platonforskere er ikke helt enige om, hvordan linjelignelsen egentlig skal forstås, men vi skal ikke her gå ind i de mere subtile diskussioner og uenigheder. Vi kan se, at matematikken tilhører den intelligible verden og ikke fænomenernes, det synliges, verden. Det er også klart, at vi i Platons filosofi ikke erkender matematikken via vores sanser. Matematisk erkendelse nås gennem slutningsevnen. Ud fra på forhånd givne forudsætninger, som også nogle gange kaldes for første principper eller aksiomer, udleder matematikere konsekvenser, der så, under de givne forudsætninger, med sikkerhed må gælde.

Platon opererede med forskellige grader af erkendelse, som modsvarer den ontologiske inddeling af det tilblivende og det værende. Ifølge Platon kan man ikke vide noget med sikkerhed om den foranderlige fænomenverden. Om denne kan man kun opnå empirisk erkendelse, man kan have en mening om fænomenerne. For den intelligible verden er det derimod anderledes. Den er evig og uforanderlig og vores indsigt i den bunder i slutningsevne og tænkning, så her er der tale om viden. Platon skelnede mellem to former for viden som opnås gennem hhv. slutningsevnen og tænkning. Den første er kendetegnende for matematikken, hvor man starter med forudsætninger og så udleder konsekvenserne af disse. Dermed opnår vi viden, som er sikker og bestemt. Den er ikke omskiftelig, og den ændrer sig ikke. Men, som Sokrates forsøgte at forklare Glaukon, er den heller ikke »i stand til at komme bag om sine forudsætninger.« Derfor arbejdede Platon med endnu et lag af viden, der lå over den viden, man kan få ved hjælp af slutningsevnen, nemlig den viden, man kan få ved den rene tænkning. Matematisk erkendelse spillede en stor rolle i Platons filosofi, idet han så den som et afgørende skridt på vejen frem mod den rene tænkning.

Ifølge Platon skulle staten ledes af en særlig uddannet elite – filosofferne – der skulle gennemføre en lang uddannelse. Som vi har set, mente Platon, at matematik var den videnskab, der kunne drage »sjælen op mod det værende« og »fremkalde en filosofisk tænkning«, og i overensstemmelse hermed forlangte Platon da også, at denne særlige elite i alderen fra 20 til 30 år, skulle bruge det meste af deres tid på at studere matematik.


Aristoteles og matematikkens objekter

Platons elev Aristoteles (384-322 f.v.t.) var ikke enig med Platon i opfattelsen af matematik og matematisk erkendelse. Han kritiserede Platons idélære, idet han ikke betragtede formerne (ideerne) som noget, der eksisterede i en verden for sig selv, adskilt fra objekter og fænomener. Ifølge Aristoteles eksisterede formerne i fænomenerne, og i modsætning til Platon mente han, at al erkendelse starter med sanseerfaring. Han mente, at de matematiske objekter eksisterer i objekter, som vi kan sanse, ikke adskilt fra dem. Det er dog ikke helt klart, hvordan dette skal forstås. Aristoteles forsøger at forklare det i følgende citat, hvor han filosoferer over, på hvilken måde matematikeren adskiller sig fra fysikeren:


Det næste, der skal overvejes, er, hvordan matematikeren adskiller sig fra fysikeren. Det er klart, at fysiske objekter indeholder overflader, rumfang, linjer og punkter, og de er matematikkens objekter ... Men selvom matematikeren behandler disse, så beskæftiger han sig ikke med dem som begrænsningerne for et fysisk objekt, og han betragter heller ikke deres egenskaber, som egenskaber ved sådanne fysiske objekter. Derfor adskiller [abstraherer] han dem [fra de fysiske betingelser], for i bevidstheden kan de adskilles fra bevægelsen [af de fysiske objekter] og adskillelsen gør ingen forskel og fører ikke til falske konklusioner. (Shapiro 2000, s. 65).



På den ene side skriver Aristoteles, at de matematiske objekter er indeholdt i fysiske objekter som f.eks. en bordplade, der har flader og linjer. På den anden side skriver han også, at matematikeren ikke opfatter flader og linjer som det, der afgrænser bordfladen, men, i tanken, adskiller eller abstraherer flader og linjer fra bordpladen og altså betragter dem løsrevet fra de fysiske objekter.

Hvilken status Aristoteles egentlig tillagde eksistensen af matematiske objekter har været genstand for en del diskussion blandt matematikfilosoffer. En tolkning går ud på, at man via abstraktion når til de perfekte matematiske objekter ud fra de ikke perfekte matematiske objekter (flader og linjer i bordflader) i vores fysiske verden. For at nå frem til objekter, der passer præcist til den matematiske beskrivelse, skal man altså ikke blot abstrahere flader og linjer fra bordfladens grænser, man skal også abstrahere fra unøjagtighederne for at nå frem til de perfekte flader og linjer. Man kan så, som matematikfilosoffen Stewart Shapiro (2000), spørge, i hvilken forstand de abstraherede flader og linjer, som vi til sidst ender med, stadig er en del af vores fysiske verden? En anden fortolkning går ud på, at matematikeren i Aristoteles’ filosofi studerer specifikke aspekter af almindeligt forekommende fysiske objekter. Matematikeren abstraherer altså ikke fra træpladen for at nå til den matematiske flade, han eller hun ignorerer blot træet og nøjes med at betragte de egenskaber ved træpladen, som følger af at den har form som en flade. Til denne fortolkning kan man så spørge, om matematiske objekter findes eller blot er brugbare fiktioner.

Platon og Aristoteles kredsede således om to af de fundamentale problemer i matematikkens filosofi: de matematiske objekters ontologiske status og matematikkens epistemologi, dvs. dens erkendelsesteori. Ifølge Platons filosofi eksisterer matematiske objekter uafhængigt af os i ideernes verden. De er perfekte, evige og uforanderlige, og vi opnår viden om dem gennem fornuften. Et af de spørgsmål, der er blevet stillet til Platons filosofi, er, hvordan vi kan opnå viden om matematiske objekter, hvis de eksisterer i en verden, som vi ikke selv har adgang til, da vi jo lever i fænomenernes verden. Dette er ikke et problem i Aristoteles’ filosofi, for her er der ikke tale om to adskilte verdner. Ifølge Aristoteles eksisterer de matematiske objekter i de fysiske objekter, altså i fænomenerne, og dem har vi direkte adgang til, idet vi kan erfare dem direkte. Men dermed bliver spørgsmålet om sikker viden et problem. For hvis vi erkender matematikken gennem sanseerfaring, hvordan kan vores matematiske erkendelse så være eksakt og universel, når der ikke findes eksakte matematiske objekter i vores verden, men kun tilnærmelser som vi kan sanse?


Aristoteles’ videnskabsteori

Matematikere lader sig normalt ikke slå ud af sådanne filosofiske problemstillinger om matematikkens natur. Så længe de mener, de har et matematisk bevis for deres påstande, så bekymrer de sig som regel ikke om matematikkens dybere erkendelsesteoretiske grundlag. Det er beviser, der spiller den afgørende rolle i matematikken, og for Aristoteles var de selve kriteriet for videnskabelig erkendelse.

Men hvad går det mere præcist ud på? Hvordan kommer man i gang? Man kan jo ikke bare begynde at bevise ting ud i den blå luft. Man er, som også Platon flere gange var inde på, når han talte om matematisk erkendelse, nødt til at starte et sted. Om dette slog Aristoteles fast, at enhver demonstrativ videnskab, altså enhver videnskab, der bygger på beviser, må tage udgangspunkt i nogle nødvendige principper eller forudsætninger, som han kaldte for første principper. Ifølge Aristoteles skulle disse første principper betragtes som sande, selvom de ikke bevises. Deres sandhed skulle være alment accepteret, uden at der krævedes et argument.

Aristoteles skelnede mellem første principper, som er særlige for den enkelte videnskab, og første principper som er fælles for alle videnskaber. Hvis man spørger en matematiker i dag om, hvad matematik er for en videnskab, kan man godt risikere at få det svar, at matematik er en aksiomatisk deduktiv videnskab. Hermed menes, at matematik starter med nogle aksiomer, som er udsagn, der ikke bevises. De er matematikkens udgangspunkt. Alle andre matematiske udsagn og resultater skal derimod bevises, og det sker ved deduktion, altså ved at de udledes ud fra aksiomerne og allerede viste resultater og udsagn. Det minder meget om Aristoteles videnskabsteori, men der er dog den meget væsentlige forskel, at for Aristoteles var aksiomer indlysende sande udsagn om den abstrakte virkelige verden, mens de i matematikken i dag er konventioner, som ikke tillægges nogen som helst form for sandhedsværdi eller refererer til udsagn om virkeligheden.

Som allerede nævnt beskæftiger matematikere i dag sig ikke som sådan med matematikfilosofiske spørgsmål. De er mere interesseret i at indhøste og formidle ny matematisk viden. I næste kapitel skal vi se, hvordan selve matematikken så ud og blev formidlet i det antikke Grækenland, samt komme med en forklaring på, hvorfor de filosofiske spørgsmål om matematiske objekters eksistens og matematikkens sandhed, som Platon og Aristoteles tog op, blev aktuelle i antikken.
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